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确定先期固结压力数学模型的研究与应用
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摘　要　地基不均匀沉降一直是困扰工程建设者的一个难题，而土体的先期固结压力则是预测地基沉降量和采取预防措施
的一个重要参数。利用基于Ｍａｔｌａｂ软件自主开发的复合工具箱ＣＦＳＰＴ（ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇＳｏｌｖｉｎｇａｎｄＰｌｏｔｔｉｎｇＴｏｏｌ），结合太原市地
面沉降中最为常见的粉质黏土，研究分析了现有５种数学模型和本人引入的Ｇｕａｓｓ１、Ｇａｕｓｓ２模型对确定粉质黏土先期固结压
力的适用性和数学模型确定的先期固结压力与《土工试验方法标准》中经验法确定值的差异，并分析了如何选择最优数学模

型确定先期固结压力。结果表明：７种数学模型回归分析程度均很高，但仅 Ｇｕａｓｓ１模型确定的先期固结压力与《土工试验方
法标准》中的经验法确定的值最为接近；最优数学模型应当满足ｅ～ｌｇｐ曲线在初始端趋于一非零定值，在末端趋近于０，中间
段曲线要收敛于一条斜直线。
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１　引　言

先期固结压力是天然土体在地质历史时期所经

受的最大有效固结压力。在地基沉降计算中，先期

固结压力是反映土体所受应力历史和预测地基沉降

量的重要计算参数［１～３］。因此，准确地确定先期固

结压力十分重要。

目前国内外确定先期固结压力的标准做法：现

场采取原状土样，密封包装后运送到实验室；根据

室内固结试验计算相应的孔隙比，按照《土工试验

方法标准》推荐的 Ｃａｓａｇｒａｎｄｅ经验作图法（以下简
称经验法）［２～５］确定其值。但经验法一般采用手工

绘图，绘图繁琐，并受人为因素的影响，准确性不高。

基于经验法国内外先后提出了采用多项式［６～８］、

Ｈａｒｒｉｓ模型［９］、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ、Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型［１０］和 Ｇａｕｓｓｉａｎ
模型来回归分析ｅ～ｌｇｐ曲线，进而求解先期固结压
力。Ｌｏｇｉｓｔｉｃ和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ是Ｇｒｅｇｏｒｙ等人研究耕植土
的压缩性质时提出的数学模型，三次和四次多项式

模型主要被应用于研究黏土的压缩性质，Ｈａｒｒｉｓ模
型研究土体类型的目前还不明确，本人在分析总结

以上模型的基础上引入了 Ｇａｕｓｓ１和 Ｇａｕｓｓ２模型。
对于以上数学模型是否适用于确定粉质黏土的先期

固结压力，土体的先期固结压力是否与数学模型有

着必然的关系，经验法与数学模型确定的先期固结

压力有何差异以及如何选择最优数学模型确定土体

的先期固结压力。基于此，本文利用基于 Ｍａｔｌａｂ软
件自主开发的可视化效果好，可开发性强的复合工

具箱ＣＦＳＰＴ，以华北地区较为常见的粉质黏土为例，
研究分析了以上问题。

２　国内外现有的数学模型

２１　多项式模型

　　项式越多，回归分析效果可能越好，但会出现曲
线病态扭曲。

ｅ＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｌｇｐ）

ｉ （１）

式中，ｅ为孔隙比；ｐ为固结压力；ａｉ为待定的常数，
ｉ＝０、１、２…；ｍ为多项式的项数，本文仅讨论应用广
泛的三项式（ｉ＝３）和（ｉ＝４）四项式模型。三项式
模型仅有３个待定参量，且其物理意义易于确定，因
而在回归分析中备受青睐。四项式模型回归分析效

果好，但待定参量含有４个。

２２　Ｈａｒｒｉｓ模型
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式中，ｅ为孔隙比；ｐ为固结压力；ａ、ｂ、ｃ和ｄ为待定
的常数。
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式中，ｅ为孔隙比；ｐ固结压力；ａｉ、ｂｉ和ｃｉ为待定系
数。当 ｎ＝１，称作一项式 Ｇａｕｓｓｉａｎ模型，记为
Ｇａｕｓｓ１；ｎ＝２，称作二项式 Ｇａｕｓｓｉａｎ模型，记为
Ｇａｕｓｓ２。本文只分析ｎ＝１，２的情况。

３　数值作图法

为便于将Ｃａｓａｇｒａｎｄｅ经验作图转换为计算机绘
图，本文引入数值作图法的定义。数值作图法：选择

数学模型回归分析得到ｅ～ｌｇｐ曲线，并得到其数学
表达式即ｅ＝ｆ（ｌｇｐ）的形式；根据式２－１得到曲率
的数学曲线方程 ｋ＝Ｆ（ｌｇｐ），借助数值计算找到曲
率ｋ在ｌｇｐ∈［１１，３６］（由于侧限固结实验的固结
压力 ｐ在 １２５～４０００ｋＰａ，所以 ｌｇｐ在区间［１１，
３６］内取值）取极大值时对应的 ｌｇｐｍ；根据高等数
学中曲率半径的定义［１１］，ｌｇｐｍ对应的点即为最小曲
率半径点；过点（ｌｇｐｍ，ｅｍ）分别作水平直线 ｍ１和
切线ｍ２并求得ｍ２的斜率，再得到ｍ１与ｍ２之间的
角平分线ｍ３的方程ｙ＝ａｘ＋ｂ；由最后两组数据或
其他方法回归分析得到末端压缩直线ｍ４的方程ｙ＝
ｃｘ＋ｄ；最终通过解方程组得到先期固结压力。

ｋ＝ ｅ″
（１＋（ｅ′）２）

３
２
（６）

４　数值作图法的实现工具

为便于数值作图法的方便实施和深入地研究以
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上７种数学模型对确定粉质黏土先期固结压力的适
用性，本人基于Ｍａｔｌａｂ软件自主开发了集曲线回归
分析、绘图和求解前期固结压力的复合工具箱 ＣＦ
ＳＰＴ（
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图１），ＣＦＳＰＴ主要由４部分组成：数据录入转
换模块ＧＤＴ、曲线回归分析模块ＣＦＴ、曲率极大值搜
索与绘图模块 ＦＭＣ＆ＰＴ和先期固结压力求解与绘
图模块ＳＰ＆ＰＴ。

图１　复合工具箱程序框图
Ｆｉｇ．１　ＰｒｏｇｒａｍｌａｙｏｕｔｏｆＣＦＳＰＴ

（１）数据采集转换模块ＧＤＴ。该模块是将侧限
固结试验数据即固结力ｐ、变形量Ｓ和初始孔隙比ｅ０
采集到计算机内，并将固结力ｐ及其对应的变形量Ｓ
转化为（ｌｇｐ，ｅ）。

（２）曲线回归分析模块 ＣＦＴ。此模块的主要功
能是根据选择的回归分析模型将（ｌｇｐ，ｅ）按照非线
性最小二乘法原理［１２，１３］进行回归分析，同时将最后

的２～３组实验数据按照线性最小二乘法回归分析
得到压曲线末端直线方程，并将回归分析参数输出，

以供结果分析和进一步程序处理。此外，该模块除

包含了以上７种曲线回归分析模型外还能根据研究
者的需要加载其他的数学模型以供对现有模型的

改进。

（３）曲率极大值搜索与绘图模块 ＦＭＣ＆ＰＴ。该
模块具有在给定的区间范围内搜索曲线曲率极大值

点即最小曲率半径，绘制曲率曲线和输出曲率极大

值点的功能。绘制曲率曲线和输出曲率极大值点的

目的是检验计算机搜索到的数值是否为曲率极大值

和判别曲率曲线上是否具有多个曲率极大值。极大

值的搜索方法采用离散元的思想即将设置的区间

［ａ，ｃ］按照规定的精度ｂ离散成（ｌｇｐ）ｉ＝ａ＋ｂ（ｉ

－１）一系列值，再分别计算出其对应的曲率值 ｋ，
最后经过判别确定曲率极大值。

（４）先期固结压力求解与绘图模块 ＳＰ＆ＰＴ。此
模块具有绘制各种曲线的功能，如 ｅ～ｌｇｐ曲线、压
缩曲线的末端直线、过极大值点的水平直线和切线，

以及切线与水平线间的平分线等。

５　实例分析与讨论

５１　实例分析

　　通过复合工具箱 ＣＦＳＰＴ对取自于华北地区太
原市的粉质黏土进行了研究分析（表１和图２～４）。

图２　不同模型下的曲线回归分析相关性系数
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｆｉｔｔｉｎｇｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

图３　不同模型下的残差平方和
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｓｕｍｏｆｓｑｕａｒｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

由
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图２和
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图３可知，７种数学模型的回归分析
相关系数基本都在０９８以上，残差平方和的数量级
为１０－４。这表明７种模型对实验数据的回归分析程
度都比较高，尤其 Ｇａｕｓｓ２、Ｈａｒｒｉｓ、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ、Ｐｏｌｙ３和
Ｐｏｌｙ４对实验数据的回归分析程度非常高，回归分析
效果非常好。但
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图１表明，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ、Ｇｏｍｐｅｒｔｚ、Ｐｏｌｙ３
和Ｐｏｌｙ４等４种数学模型在 ｌｇｐ∈ ［１１，３６］基本
都不存在曲率极大值点即最小曲率半径 Ｒｍｉｎ，无法

９５６２０（５）　郎林智等：确定先期固结压力数学模型的研究与应用
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表１　采样区各土样物理、力学性质指标
Ｔａｂｌｅ２　Ｐｈｙｓｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓａｍｐｌｅｓｔａｋｉｎｇｆｒｏｍｔｅｓｔｉｎｇｚｏｎｅ

土样
取土深度

Ｈ／ｍ
含水率

ω／（％）
天然密度

ρ
孔隙比

ｅ０
饱和度

ｓｒ／（％）
塑性指数

ＩＰ
液性指数

ＩＬ
压缩模量

Ｅｓ／ＭＰａ
定名

１ ９１００～９１２０ ２６２ ２７１ ０７１９ ９８８ １２６ ０３１ ７１６ 粉质黏土

２ ９３７３～９３９３ ２１５ ２７２ ０６０４ ９６８ １３９ ０２３ ９４４ 粉质黏土

３ １００１２～１００３２ ３０３ ２７３ ０８１５ １００ １６２ ０２４ １０６８ 粉质黏土

４ １０１９５～１０２１５ ２３６ ２７３ ０６９６ ９２６ １６８ ０１ ７３７ 粉质黏土

５ １０７１０～１０７３０ ２０５ ２７３ ０５７４ ９７５ １５９ －００３ １１２４ 粉质黏土

６ １０９７０～１０９９０ ２１４ ２７３ ０５７１ １００ １５６ ００４ １２０９ 粉质黏土

７ １２３４４～１２３６４ ２５２ ２７２ ０６５３ １００ １４２ ０１２ ８２７ 粉质黏土

８ １２７１３～１２７３３ ３２２ ２７３ ０８９ ９８８ １６３ ０２５ １５７５ 粉质黏土

９ １４９２０～１４９４０ ２９９ ２７３ ０８ １００ １５７ ０１８ １０ 粉质黏土

１０ １５１４３～１５１６３ ２４５ ２７２ ０６６８ ９９８ １４ ０２８ ９２７ 粉质黏土

１１ １５３８０～１５４００ ２０２ ２７２ ０５９５ ９２３ １４８ ０１６ １１３９ 粉质黏土

１２ １５６３０～１５６５０ ２５１ ２７ ０６７２ １００ １０５ ０２５ ８３６ 粉质黏土

１３ １６５９０～１６６１０ ２４９ ２７１ ０７０１ ９６３ １３ ０２７ ８１ 粉质黏土

１４ １６６８０～１６７００ １８５ ２７ ０６１６ ８１１ １０３ ０２５ １３４７ 粉质黏土

１５ １７８１４～１７８３４ １８５ ２７ ０６３２ ７９ １０１ ０２２ １３６ 粉质黏土

１６ １８４８８～１８５０８ ２４７ ２７３ ０６６１ １００ １５３ －００８ １５１ 粉质黏土

图４　不同模型确定的先期固结压力
Ｆｉｇ．４　Ｐｒｅｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎｐｒｅｓｓｕｒｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ，Ｇｏｍｐｅｒｔｚ，Ｐｏｌｙ３，Ｐｏｌｙ４在ｌｇｐ∈［１１，３６］，

均不存在最小曲率半径Ｒ，故无法确定先期固结压力

确定先期固结压力。因而，仅以回归分析程度来评

价数学模型的优劣是不合理的，还应当充分考虑数

学模型在ｌｇｐ∈ ［１１，３６］是否有最小曲率半径。
此外，通过

书书书

图３还可以得出，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ、Ｇｏｍｐｅｒｔｚ、Ｐｏｌｙ３
和Ｐｏｌｙ４不适合作为确定粉质黏土先期固结压力的
数学模型。

图３显示 Ｇａｕｓｓ１、Ｇａｕｓｓ２和 Ｈａｒｒｉｓ模型都能到
得土体的先期固结压力，Ｇａｕｓｓ２和 Ｈａｒｒｉｓ确定的值
都明显大于经验法确定的先期固结压力，而且差别

比较大；Ｇａｕｓｓ１得到的先期固结压力相对于Ｇａｕｓｓ２

和Ｈａｒｒｉｓ较接近经验法确定的值，但仍具有一定差
异。对于数值作图法来讲，７种数学模型分别确定
的先期固结压力也各不相同，而且差异还很大。

５２　原因探讨

经验法与数值作图法确定的先期固结压力不同

的原因分析。首先，２种方法确定的ｅ～ｌｇｐ曲线不
同，甚至差别较大。经验法根据人的经验判断来绘

制ｅ～ｌｇｐ曲线，对实验数据的回归分析程度较低；
数值作图法采用数学模型来回归分析实验数据，回

归分析精度较高。其次，２种方法判断最小曲率半
径点位置的途径不同。经验法根据人的眼睛并借助

绘图工具确定最小曲率半径点的位置，并且最小曲

率半径点的位置受绘图比例影响较大；而数值作图

法根据严格的函数推导来确定最小曲率半径点的位

置，不受绘图比例影响。再之，经验法受人为不确定

因素影响较大，而数值作图法不存在人为的影响。

数值作图法中不同数学模型确定的先期固结压

力不同的原因分析。根据 Ｃａｓａｇｒａｎｄｅ的原始文献，
将经验法转化到数值作图法时，数学模型至少要满

足３个条件。为便于讨论，本文将这３个条件定义
为初始边界条件、中间边界条件和末边界条件。条

件如下：

０６６ ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＧｅｏｌｏｇｙ　工程地质学报　２０１２



初始边界条件

ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
ｅ＝ｌｉｍ

ｌｇｐ→０
ｆ（ｌｇｐ）＝ｅ０，物理意义：初始状态下，

土体孔隙比ｅ为一非０定值。
中间边界条件

当固结压力ｐ达到一定值时，ｅ～ｌｇｐ曲线趋于
一条斜直线。

末边界条件

ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ｅ＝ ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ｆ（ｌｇｐ）＝０，物理意义：固结压力

达到较大值时，孔隙比ｅ趋于０。
Ｐｏｌｙ３、Ｐｏｌｙ４ 等 多 项 式 模 型： ｌｉｍ

ｌｇｐ→０
ｅ ＝

ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｌｇｐ）

ｉ＝０，ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ｅ＝ ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞
∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｌｇｐ）

ｉ＝∞。

多项式模型满足初始边界条件，但不满足末边

界条件的。

Ｈａｒｒｉｓ模型：ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
ｅ＝ｌｉｍ

ｘ→ｌｇｐ

１
ａ＋ｂ（ｌｇｐ）ｃ

＝１ａ，ｌｉｍｌｇｐ→＋∞
ｅ

＝ ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

１
ａ＋ｂ（ｌｇｐ）ｃ

＝０，满足初始末边界条件。

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型：
ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
ｅ＝ｌｉｍ

ｌｇｐ→０
（ａ＋ｃ（１＋ｅｂ（ｌｇｐ－ｄ））－１）＝ａ＋ｃ（１＋

ｅ－ｂｄ）－１，ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ｅ＝ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

（ａ＋ｃ（１＋ｅｂ（ｌｇｐ－ｄ））－１）＝ａ或

ａ＋ｃ
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型满足初始边界条件，但只有当ａ＝ｃ

＝０或ａ＋ｃ＝０时才满足末边界条件，事实证明难以
满足此条件。

Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型：
ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
ｅ＝ｌｉｍ

ｌｇｐ→０
（ａ＋ｃｅ－ｅｂ（ｌｇｐ－ｄ））＝ａ＋ｃｅ－ｅ－ｂｄ，ｌｉｍ

ｌｇｐ→＋∞
ｅ＝

ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

（ａ＋ｃｅ－ｅｂ（ｌｇｐ－ｄ））＝ａ或ａ＋ｃ。模型也满足初始

边界条件，但只有当ａ＝ｃ＝０或ａ＋ｃ＝０时才满足
末边界条件，事实证明难以满足此条件。

Ｇａｕｓｓ１模型：

ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
ｅ＝ｌｉｍ

ｌｇｐ→０
ａ１·ｅ

－ ｌｇｐ－ｂ１
ｃ( )
１

２

＝ａ１·ｅ
－ ｂ１
ｃ( )
１

２

，ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ｅ＝

ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ａ１·ｅ
－ ｌｇｐ－ｂ１

ｃ( )
１

２

＝０，模型满足始末边界条件。

Ｇａｕｓｓ２模型：ｌｉｍ
ｌｇｐ→０
ｅ＝ｌｉｍ

ｌｇｐ→０
（ａ１·ｅ

－ ｌｇｐ－ｂ１
ｃ( )
１

２

＋ａ２·

ｅ－
ｌｇｐ－ｂ２
ｃ( )
２

２

）＝ａ１·ｅ
－ ｂ１
ｃ( )
１

２

＋ａ２·ｅ
－ ｂ２
ｃ( )
２

２

ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

ｅ＝ ｌｉｍ
ｌｇｐ→＋∞

（ａ１·ｅ
－ ｌｇｐ－ｂ１

ｃ( )
１

２

＋ａ２·ｅ
－ ｌｇｐ－ｂ２

ｃ( )
２

２

）

＝０，模型满足始末边界条件。
以上分析表明Ｐｏｌｙ３、Ｐｏｌｙ４、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ和 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ

均不能完全满足 Ｃａｓａｇｒａｎｄｅ法的始末边界条件，因
而这４种模型均不适合作为数值作图法确定土体先

期固结压力的数学模型。所以也就不难理解这４种
模型得不到先期固结压力的原因了。

中间边界条件是导致 Ｇａｕｓｓ１、Ｇａｕｓｓ２和 Ｈａｒｒｉｓ
模型确定的先期固结压力不同的原因。对以上３种
模型的大量图形分析表明，３种模型的曲线都如
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图５
所示。曲线由Ⅰ～Ⅲ段组成，而Ⅱ段曲线开始逼近
直线ｌ的位置以及逼近程度将直接影响最小曲率半
径点的位置，进而影响先期固结压力的确定。反映

Ⅱ段曲线开始逼近直线ｌ的位置以及逼近程度的参
数是所选数学模型的一阶导数和二阶导数，对

Ｇａｕｓｓ１、Ｇａｕｓｓ２与Ｈａｒｒｉｓ的一阶导数、二阶导数分析
表明，Ｇａｕｓｓ１模型的Ⅱ段曲线逼近直线 ｌ的效果最
好即 Ｇａｕｓｓ１模型计算先期固结压力的过程为更接
近于Ｃａｓａｇｒａｎｄｅ经验作图法，因而其确定的先期固
结压力较为接近于经验法确定的值。与 Ｇａｕｓｓ２、
Ｈａｒｒｉｓ模型相比，尽管Ｇａｕｓｓ１模型较好，但仍不完美
（Ｇａｕｓｓｉａｎ模型计算先期固结压力的过程详见文献
［１４］）。另外，对于工程行业中用于计算先期固结
压力的商业软件，其数学模型也不外乎于以上几种，

其计算过程如一黑匣子，往往只知结果，不知来由。

其结果的实用性值得思考。

图５　三种模型的典型曲线
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｙｐｉｃａｌｃｕｒｖｅｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓ

从以上分析可以得出，在数值作图法中，完美的

数学模型除了满足始末边界条件外，还应满足当固

结压力ｐ达到一定值时，ｅ～ｌｇｐ曲线收敛于一条斜
直线再趋近于０点。用数学语言来描述：ｅ～ｌｇｐ曲
线在初始端趋于一非０定值，在末端也趋近于０，中
间段曲线斜率为定值。

６　结　论

（１）Ｐｏｌｙ３、Ｐｏｌｙ４等多项式不适合作为确定土体
先期固结压力的数学模型；Ｌｏｇｉｓｔｉｃ和 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模

１６６２０（５）　郎林智等：确定先期固结压力数学模型的研究与应用



型不适合作为高压固结条件下确定粉质黏土先期固

结压力的数学模型；Ｇａｕｓｓ１、Ｇａｕｓｓ２和 Ｈａｒｒｉｓ模型
都能确定粉质黏土的先期固结压力，但只有 Ｇａｕｓｓ１
模型确定的先期固结压力与经验法确定的值最为

接近。

（２）数值作图法确定土体先期固结压力时至少
要综合考虑３个因数：数学模型对实验数据的回归
分析情况，回归分析曲线在 ｌｇｐ∈ ［１１，３６］是否
具有最小曲率半径，数学模型的曲线形状和收敛性。

确定土体先期固结压力的完美数学模型应当满足：

ｅ～ｌｇｐ曲线在初始端趋于一非０定值，在末端也趋
于０，间段曲线要收敛于中一条斜直线。

（３）工程行业中用于计算先期固结压力的商业
软件如一黑匣子，往往只知结果，不知来由。其结果

的实用性值得商榷。
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