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土的应力－应变关系的一种描述模式
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摘　要　通常将由土的剪切试验测得的应力应变关系曲线（ｑ～ε１曲线）分为应变硬化型和应变软化型，文中提出了一种能
同时描述应变硬化型ｑ～ε１曲线和应变软化型ｑ～ε１曲线的新模式，并导出了统一的切线模量表达式，进一步探讨了该应力
应变关系曲线描述模式在拟合应变硬化型曲线时的简化形式，及简化形式中参数取值方法和参数与围压的关系等方面的问

题。通过与邓肯张模型和应变软化模型的对比，结果表明该应力应变关系曲线描述模式能更好地与试验数据吻合，且用其
简化形式拟合应变硬化型曲线时，可以通过调整其中一个参数值来表达出不同的曲线形式，从而体现出土体应力应变关系的
多样性。该应力应变关系描述模式为发展更一般的非线性弹性模型提供了一定的理论基础。
关键词　非线性弹性模型　邓肯张模型　应变软化模型。
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１　引　言

对于土的非线性弹性模型中的 Ｅ～μ模型，通
常先确定ｑ～ε１曲线的表达式，再对该表达式求导
得到切线模量的表达式，初始切线模量是应力 应
变曲线起始阶段的切线模量，不同的ｑ～ε１曲线表
达式会有不同的切线模量表达式，ｑ～ε１曲线分为
硬化型和峰值后软化类型，对于应变硬化型 ｑ～ε１
曲线，除了邓肯张模型采用双曲线来描述ｑ～ε１曲
线以来，对描述应变硬化型ｑ～ε１曲线表达式的研
究由来以久，近来有代表性的研究成果有：刘祖德

等［１］建议用指数函数来描述，曾国熙［２］、王年香

等［３］建议了归一化方法。Ｄｅｓａｉ［４］建议用样条函数
表示试验曲线，殷德顺［５，６］建议用基于分数阶微积

分理论的乘幂函数和进而发展出来的负乘幂函数描

述ｑ～ε１曲线．土的Ｅ～μ模型中伴随着对ｑ～ε１
曲线的不同描述和处理，出现过很多不同的模型，有

影响的模型主要有：双线性模型、多线性模型、双曲

线模型、兰堡奥斯古德模型［７］、多项式模型等。其

中双曲线模型的优点是：简单直观，能较好地反映土

体的非线性特性，参数少且易通过试验直接获得，缺

点是采用形式单一的双曲线描绘应力应变关系，有

时存在很大误差。对应变软化型ｑ～ε１曲线进行描
述的研究，除了应变软化模型外，沈珠江［８］曾建议

用驼峰形的三次多项式描述ｑ～ε１曲线以反映软化
段的特点。对于如何将应变硬化型ｑ～ε１曲线和应
变软化型ｑ～ε１曲线用一个表达式来描述，当前还
鲜有人进行尝试，笔者提出了一种土的应力 应变
关系的描述模式，能同时描述应变硬化型ｑ～ε１曲
线和应变软化型ｑ～ε１曲线，并从统一的表达式推
导了切线模量表达式，从数据的拟合精度来看，与数

据的吻合令人满意，用该模式描述应变硬化型 ｑ～
ε１曲线时，由该模式所推导的简化表达式提供了更
为丰富的曲线形式来描述应变硬化型ｑ～ε１曲线，
进而也探讨了该简化形式参数的确定方法及参数与

围压的关系。所作研究工作对于发展更一般的非线

性弹性模型提供了一定的理论基础。

２　邓肯－张模型和应变软化模型介绍

邓肯张模型（
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图１）：

（σ１－σ３）＝
ε１

ａ＋ｂε１
（１）

图１　邓肯张模型应力应变曲线
Ｆｉｇ．１　ＳｔｒｅｓｓｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅｓｏｆＤｕｎｃａｎＣｈａｎｇｍｏｄｅｌ

式中：ａ＝１／（σ１－σ３）
ε( )
１ ε１→０

＝１Ｅｉ
，其中Ｅｉ为初始

切线模量，ｂ＝ １
（σ１－σ３）ε１→∞

＝ １
（σ１－σ３）ｕｌｔ

，（σ１－

σ３）ｕｌｔ为理论双曲线的最终值，即（σ１－σ３）的极限
值。

对于应变软化型曲线（
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图２），其应力应变近似
地描述为：

图２　应变软化型应力应变关系曲线
Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒａｉｎｓｏｆｔｅｎｉｎｇｓｔｒｅｓｓｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅｓ

ｑ＝（σ１－σ３）＝
ε１（ａ＋ｃε１）
（ａ＋ｂε１）

２ （２）

式中：ａ，ｂ，ｃ均为试验参数。当ε１→ ∞ 时，残余强
度为ｑｒ＝ｃ／ｂ

２；当ε１→０时，起始斜率为（ｑ／ε１）ε１→０
＝１／ａ。 峰值应变和主应力差峰值分别为 （ε１）ｐ＝

ａ／（ｂ－２ｃ）；ｑｐ＝
１

４（ｂ－ｃ）。

３　应变硬化型ｑ～ε１曲线的指数函数

应变硬化型ｑ～ε１曲线实质是一种存在水平渐

近线上限的衰减曲线，能够描述该曲线的式子较多，

鉴于黏弹性蠕变ε～ｔ曲线也是一种存在水平渐近
线上限的衰减曲线，其表达式是含有以 ｅ为底的指
数函数的式子，ｑ～ε１曲线不妨由与其形式相同的
式子来描述：

１０９１８（６）　何利军等：土的应力－应变关系的一种描述模式



ｑ＝（σ１－σ３）＝－ｆ（ｅ
－ａ（ε１ｃ）＋ｅ－ｂ（ε１ｃ））＋ｄ （３）

其中的参数由 Ｍａｔｌａｂ拟合得出，很明显 ｄ＝（σ１－
σ３）ｕｌｔ。用式（３）描述应变硬化型曲线的效果往往
好于邓肯张模型，拟合精度更高，限于篇幅，不再详
述。

４　应变软化型ｑ～ε１曲线的指数函数

在 ＯｒｉｇｉｎＰｒｏ７５的函数库中有一个 Ｂｏｘｌｕｃａｓ２
函数（
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图３），其表达式为：

ｙ＝
ａ１
ａ１ａ２

（ｅ－ａ２ｘ－ｅ－ａ１ｘ） （４）

图３　Ｂｏｘｌｕｃａｓ２函数曲线示意图
Ｆｉｇ．３　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅＢｏｘｌｕｃａｓ２ｆｕｎｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

　　图３是式（４）在参数取不同值时的两种可能的
图形形式，当ａ２ ＞ａ１ ＞０时，从
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图３左边的图形可
以看出，其曲线通过坐标原点且逼近ｘ轴（ｙ＝０），

而
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图２中的曲线逼近ｙ＝ｃ
ｂ２
轴，因此，需要经过坐标

平移才能将
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图３的曲线变换为
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图２曲线的位置，则
变换后的表达式为：

ｙ－ｙ０＝
ａ１

ａ１－ａ２
（ｅ－ａ２（ｘ－ｘ０）－ｅ－ａ１（ｘ－ｘ０）） （５）

即

ｑ＝
ａ１

ａ１－ａ２
（ｅ－ａ２（ε１－ε０）－ｅ－ａ１（ε１－ε０））＋ｑ０ （６）

为了提高拟合的精度，引入系数ｍ，ｎ。表达式为：

ｑ＝ｍ．
ａ１

ａ１－ａ２
（ｅ－ａ２（ε１－ε０）－ｅ－ａ１（ε１－ε０））＋ｎｑ０ （７）

令ｄ′＝ｎｑ０，ａ′＝ａ２，ｂ′＝ａ１，ｃ′＝ε０，ｆ′＝－ｍ．
ａ１

ａ１－ａ２
＝－ｍ ｂ′

ｂ′－ａ′则式（７）变换为：

ｑ＝－ｆ′（ｅ－ａ′（ε１－ｃ′）－ｅ－ｂ′（ε１－ｃ′））＋ｄ′ （８）
　　对比式（３）和式（８），可以看出其形式上的不同
在于等号右边第一个括号里的符号，为此，引入函数

Ｈ，其表达式为：

Ｈ＝
σ３－σｙｐ
（σ３－σｙｐ）槡

２
（９）

或

Ｈ＝
（σ１－σ３）－（σ１－σ３）ｙｑ
（（σ１－σ３）－（σ１－σ３）ｙｑ）槡

２
（１０）

　　其中：σｙｐ或（σ１－σ３）ｙｐ为结构屈服应力，通常
在常规三轴压缩实验中，由于球应力会使土体产生

结构损伤，当球应力大到使土体产生了较大的变形，

结构出现较明显的损伤时，就可以把这个球应力看

作是等向压缩（固结）状态时的屈服应力 σｙｐ；而如
果在固结过程中，围压不足以使土体结构出现损伤，

在剪切过程中，随着轴向应力的增加，土体结构开始

产生大量破损时所对应的主应力差就可看作是其结

构屈服应力（σ１－σ３）ｙｑ，当固结压力高于结构屈服
压力时，应力应变关系呈“应变硬化型”，此时，Ｈ＝
１，当固结压力低于结构屈服压力时，应力应变关
系呈“应变软化型”，此时，Ｈ＝－１。据此应力应变
关系的“应变硬化型”和“应变软化型”可以统一为

下面的形式：

ｑ＝－ｆ″（ｅ－ａ″（ε１－ｃ″）＋Ｈｅ－ｂ″（ε１－ｃ″））＋ｄ″ （１１）
对式（１１）求导，可以得到切线模量公式：

Ｅｔ＝－ｆ″（－ａ″ｅ
－ａ″（ε１－ｃ″）－Ｈｂ″ｅ－ｂ″（ε１－ｃ″））（１２）

５　试验参数的确定及模型间的比较

应变硬化型曲线数据和应变软化型曲线数据分

别取自于相关文献［９，１２］，分别用邓肯张模型、应变
软化模型和文中模式（式（１１）），借助Ｍａｔｌａｂ数学计
算软件进行数据拟合，分别采用偏应力 ｑ值的平均
拟合误差与相关系数来衡量拟合精度，偏应力 ｑ值
的平均拟合误差是指所有偏应力ｑ的拟合值与实际
值的差的绝对值的平均数，模式的参数取值和拟合

效果见
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表１～３，其中参数的值为常数，偏应力和切
线模量的单位取为ＭＰａ，应变量为常数。

表１　模式中参数的取值
Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｖａｌｕｅｏｆｍｏｄｅｌ

ａ″ ｂ″ ｃ″ ｄ″ ｆ″ Ｈ

应变硬化型 ０２１２４ ０２１２４ ００９７７ １６４３１ ０８０５８ １

应变软化型 ０２８５９ ０２１５７ １９５８０ ０６５４４ ３４３２５ －１

从
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表２和

书书书

图４以及对各种不同数据的拟合情况
来看，文中模式通常能很好地模拟应变硬化型曲线

的数据，特别是在曲线的后半阶段，明显优于邓肯
张模型的拟合效果。从

书书书

表３和

书书书

图５以及对各种不同
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表２　文中模式与邓肯张模型的拟合精度对比
Ｔａｂｌｅ２　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ

ｎｅｗｍｏｄｅｌａｎｄＤｕｎｃａｎＣｈａｎｇｍｏｄｅｌ

邓肯张模型 文中模式

平均拟合误差 ００２２３ ００１３

相关系数 ０９９８１ ０９９９３

表３　文中模式与应变软化模型的拟合精度对比
Ｔａｂｌｅ３　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅｎｅｗｍｏｄｅｌａｎｄｓｔｒａｉｎｓｏｆｔｅｎｉｎｇｍｏｄｅｌ

应变软化模型 文中模式

平均拟合误差 ００７０８ ００６７７

相关系数 ０９６００ ０９６４２

图４　文中模式与邓肯－张模型的拟合效果对比
Ｆｉｇ．４　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｓｃｏｍｐｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｅｗ

ｍｏｄｅｌａｎｄＤｕｎｃａｎＣｈａｎｇｍｏｄｅｌ

图５　文中模式与应变软化模型的拟合效果对比
Ｆｉｇ．５　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｓｃｏｍｐｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｅｗ

ｍｏｄｅｌａｎｄｓｔｒａｉｎｓｏｆｔｅｎｉｎｇｍｏｄｅｌ

数据的拟合情况来看，文中模式通常对应变软化曲

线后阶段的拟合效果也要好，从理论上来讲，应变软

化模型能模拟曲线最后阶段逼近渐近线的特征，但

实际上只能小坡度减缓逼近。以

书书书

图５为例，当曲线
后阶段的数据坡度变化较大或数据较多时，拟合精

度大为降低，而文中模式较为稳定，从

书书书

图５和

书书书

表３还
可以看出，文中模式的拟合效果令人满意。确定参

数的值之后，根据文中模式，相关文献的应变硬化型

曲线的切线模量（单位：ＭＰａ）为：

Ｅｔ＝０３４２３ｅ
－０２１２４（ε１－００９７７），Ｅｉ＝０３４９５

应变软化型曲线的切线模量为：

Ｅｔ＝０９８１４ｅ
－０２８５９（ε１－１９５８０）－０７４０４ｅ－０２１５７（ε１－１９５８０），

Ｅｉ＝０５８８３

６　模式相关问题的探讨

６１　模式的简化与参数确定方法的初步探讨

　　以应变硬化型ｑ～ε１曲线为研究对象，相应的
应力应变描述模式也就是式（３）与５元件Ｋｅｌｖｉｎ模
型的表达式的形式相似，而５元件 Ｋｅｌｖｉｎ模型可简
化为３元件 Ｋｅｌｖｉｎ模型来表示，类似地式（３）可简
化为：

ｑ＝（σ１－σ３）＝－ｆｅ
－ａ（ε１－ｃ）＋ｄ

＝－ｆｅ－ａε１ｅａｃ＋ｄ （１３）
若令ｇ＝ｆｅａｃ，则上式变为：

ｑ＝（σ１－σ３）＝－ｇｅ
－ａε１＋ｄ （１４）

对上式取对数即得到对数坐标纸上的直线方程

为：

ｌｎ（ｄ－ｑ）＝ｌｎｇ－ａε１ （１５）
试取３个常数即可得出满意的直线，或者按照下式
更确切计算ｄ值为：

ｄ＝
ｑ１ｑ２－ｑ

２
３

ｑ１＋ｑ２－２ｑ３
， （１６）

式中：（ε（１）１ ，ｑ１）及 （ε
（２）
１ ，ｑ２）为曲线上靠近两端任

选的两点，再选第３点为ε（３）１ ＝１２（ε
（１）
１ ＋ε（２）１ ）时，

可在曲线上查出相应的ｑ３值。
至于式（１６）的引用，证明很简单，因为在曲线

上的３点由式（１５）为ｌｎ（ｄ－ｑ１）＝ｌｎｇ－ａε
（１）
１ ，ｌｎ（ｄ

－ｑ２）＝ｌｎｇ－ａε
（２）
１ ，ｌｎ（ｄ－ｑ３）＝ｌｎｇ－ａε

（３）
１ ；且因

ε（３）１ ＝
１
２（ε

（１）
１ ＋ε

（２）
１ ），则有

１
２［ｌｎ（ｄ－ｑ１）＋ｌｎ（ｄ－

ｑ２）］＝ｌｎｇ－ａε
（３）
１ ＝ｌｎ（ｄ－ｑ３），解出ｄ即式（１６）。

知道了ｄ的值后，将（ε（１）１ ，ｑ１）和（ε
（２）
１ ，ｑ２）两点

代入式（１５），联立求解得到ａ和ｇ的值，若试验的点
子分散，还可将众多点子代入式（１５）求ａ，ｇ的平均
值。

当然也可和前面一样，利用现代数学工具如

Ｍａｔｌａｂ依据最小二乘法原理获取参数或试算的方法
获取参数。

６２　简化模式参数与应力水平的关系

式（１４）相应的切线模量：Ｅｔ＝ａｇｅ
－ａε１，Ｅｉ＝ａｇ。
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式（１４）中ｄ＝（σ１－σ３）ｕｌｔ，ｇ的作用是拟合初始切
线模量，ａ能决定曲线的形状（

书书书

图１０）。
用Ｍａｔｌａｂ依据最小二乘法原理对参数进行取

值，对于参数ｇ，ａ，ｄ与 σ３的关系，由于根据单个试
验所得到的结论，缺乏普遍意义，为了证实所得出结

论的普遍性，分别选取了五组数据。第一组数据来

自于殷德顺［６］等，，第二组数据来自于冯世进等［１０］，

第三组数据来自于周葆春［１１］等，第四组数据来自于

杨学强等［１３］，第五组数据来自于李治等［１４］，用式

（１４）来拟合五组数据，发现ｇ，ｄ与σ３的关系始终为
线性。ａ与σ３的关系有时线性有时非线性，但都可
用三次多项式准确地描述，总共参数最多时为８个，
虽然拟合精度超过邓肯张模型，但参数比邓肯张
模型（ｎ，Ｋ，Ｒｆ，ｃ，φ）要多。为此采用完全试算的方
法获取参数，认为参数 ａ不随 σ３变化，又由于 ｇ，ｄ
与σ３的关系也为线性关系，从而参数为５个，而拟
合精度高于邓肯张模型。以上面的一组数据为例，
其参数取值见

书书书

表４，参数ｇ和ｄ与σ３是线性关系（

书书书

图

６和

书书书

图７）。

图６　参数ｇ与围压的关系曲线
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｇ－σ３ｃｕｒｖｅ

图７　参数ｄ与围压的关系曲线
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｄ－σ３ｃｕｒｖｅ

表４　参数取值
Ｔａｂｌｅ４　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｏｆｍｏｄｅｌ

ａ
不同围压的参数ｇ／ＭＰａ 不同围压的参数ｄｇ／ＭＰａ

０１ ０２ ０３ ０４ ０１ ０２ ０３ ０４

０１３５０１７８１０３５２４０５２５３０６７５９０２１５８０４０５９０５７５６０７５０６

下面分别是简化模式和邓肯张模型的拟合效
果图，从

书书书

图８、

书书书

图９、

书书书

表５和

书书书

表６可以看出，简化模式

的拟合效果比邓肯张模型要好。该简化模型相对
于邓肯张模型的主要优势在于：如

书书书

图１０所示，在 ｇ
和ｄ不变的情况和拥有共同渐近值的前提下，随着
ａ的变化，应力应变关系曲线会有不同形式，参数ａ
的作用是使模型曲线更好地拟合试验数据，从而体

现土体应力应变关系的多样性，拟合效果也比邓
肯张模型要好一些。

书书书

图８　简化模式的拟合效果
Ｆｉｇ．８　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｎｅｗｍｏｄｅｌ

书书书

图９　邓肯张模型的拟合效果
Ｆｉｇ．９　ＦｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆＤｕｎｃａｎＣｈａｎｇｍｏｄｅｌ

表５　两种模型的拟合精度对比（１）
Ｔａｂｌｅ５　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

ｎｅｗｍｏｄｅｌａｎｄＤｕｎｃａｎＣｈａｎｇｍｏｄｅｌ（１）

平均拟合误差

０１ＭＰａ ０２ＭＰａ ０３ＭＰａ ０４ＭＰａ

邓肯－张模型 ０００９３ ００１７ ００１９４ ００１３３

文中模式 ０００６１ ００１４ ００１８２ ００１１８

表６　两种模型的拟合精度对比（２）
Ｔａｂｌｅ６　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

ｎｅｗｍｏｄｅｌａｎｄＤｕｎｃａｎＣｈａｎｇｍｏｄｅｌ（２）

相关系数

０１ＭＰａ ０２ＭＰａ ０３ＭＰａ ０４ＭＰａ

邓肯－张模型 ０９８２８ ０９８６７ ０９９１１ ０９９６７

文中模式 ０９８７３ ０９８８７ ０９９１５ ０９９６７
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书书书

图１０　不同ａ情况下的应力应变关系曲线
Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｓｔｒｅｓｓｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆａ

７　结　论

（１）文中提出了一种土的应力应变关系描述模
式，它将应变硬化型曲线和应变软化型曲线用一个

表达式描述。通过与邓肯张模型和应变软化模型
对比，发现其能更好地与数据吻合。

（２）该应力应变关系描述模式能更好地表达曲
线逼近渐近线的部分，这是多项式模型等不具有的

优势，因为高次多项式的曲线只会弯曲地通过各数

据点，且当数据较多时，多项式模型的拟合精度下

降。

（３）在描述应变硬化型 ｑ～ε１曲线时，该应力
应变关系描述模式的简化表达式同邓肯张模型相
比，精度更高，且具有表达包括双曲线在内的更广阔

形式的曲线。在该简化表达式中，可以通过调整一

个参数来改变曲线形式，从而体现土体应力应变关
系的多样性，文中还详细阐述了该简化表达式获取

参数的方法和探讨了参数与围压的关系。

（４）文中提出的应力应变关系描述模式的提
出，对推动土的非线性弹性模型的发展具有一定的

意义。当然，就其实际运用方面，该应力应变关系
还有待与有限元法相结合进行实践检验。
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